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1 Grundlagen

1.1 Vektornorm

Eine Vektornorm ist eine Abbildung ||-|| : R — R* mit folgenden Eigenschaften:

Definitheit
Homogenitat
Dreiecksungleichung

Wichtige Normen
p-Norm

Summennorm
(1-Norm)

Euklidische Norm
(2-Norm)

Maximumsnorm
(oo-Norm)

lc]|=0 < x=0
[lax]|| = |a| - ||x|| (fir alle & € R und alle x € R™)

I + yll < llx|l + Iy |l (fir alle x,y € R™)

llxll, = &/ 25 1l

llxlly = 220, |l

llxlly = /2y x2 = VxTx

”X”oo = maxizl,m,n |xi|

1.2 Induzierte Matrixnormen

Sei ||-]| eine beliebige Norm auf R". Dann ist auf R™" eine dazugehorige Matrixnorm definiert durch:

[lAx |

1Al = o
1]l

sup [|Ax|| = sup
lell=1 x£0

fiir jede Matrix A € R™*". Diese Norm wird indugzierte Matrixnorm genannt.
Eine solche Norm hat folgende Eigenschaften:

Definitheit
Homogenitat
Dreiecksungleichung
Vertraglichkeit
Submultiplikativitat
Wichtige Normen

Spaltensummennorm
(1-Norm)

Euklidische Norm
(2-Norm)

Zeilensummennorm
(00-Norm)

Al =0 < A=0

laA|| = |a| - ||A]| (fiir alle @ € R und alle A € R™")
lA+ BJ| < ||A]| + ||B]| (fiir alle A, B € R™™)

lAx]| < JIAll - ||x]| (fiir alle x € R™ und alle A € R™")
IAB|| < ||A]| - ||B]| (fiir alle A, B € R™")

All; = max;—j .. n Z?:l |aij|
lA]l5 = v/ Apax(ATA) (mit A Eigenwert von A)

1Al 0o = max;_y ..., D37_; layjl




1.3 Konditionszahl

Sei A € R™" invertierbar und sei ||-|| eine induzierte Matrixnorm.
Dann ist

cond(A) = ||A|| - |A7Y|

die Konditionszahl von A bzgl. der Matrixnorm ||-||.

1.4 Spezielle Matrizen

o A€ C™™ ist hermitesch gdw. A” = A, wobei A" := Al
o A€ C™M ist unitdt gdw. AT = A7,

o A€ R™" ist orthogonal gdw. AT = A™!, bzw. ATA=AAT =1

1.5 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eine Zahl A € C heil3t Eigenwert einer Matrix A € C™" gdw. es einen Vektor x € C", x # o gibt mit:
Ax = Ax

Ein solcher Vektor wird Eigenvektor genannt. Die Menge aller Eigenwerte o (A) hei3t Spektrum von A.
Der Unterraum

Eig,(1) = {x € CV |(A— AI)x = 0}
wird Eigenraum von A zum Eigenwert A genannt. Die Dimension
y(A) :=dim(Eig,(A)) = n —Rang(A— AI)

ist die geometrische Vielfachheit von A und gibt die maximale Anzahl linear unabhingiger Eigenvektoren
zu A an.

1.5.1 Charakteristisches Polynom

A ist ein Eigenwert von A € C™" gdw. gilt
X(A) :=det(A—AI)=0

also wenn A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms X von A ist.
Das charakteristische Polynom hat die Linearfaktorzerlegung

() = (1) (= 20)" o (e A

wobei v(A;) = v; € N die algebraische Vielfachheit von A; genannt wird.




1.5.2 Eigenschaften

Sei A€ C™" eine beliebige Matrix, dann gilt:
c Leo(A) = Aeo(AT)ALeo(A)

e Fiir jede reguldre Matrix A hat die zu A dhnliche Matrix B = T AT das selbe charakteristische
Polynom und die selben Eigenwerte wie A. Ist x ein Eigenvektor von A, dann ist y = T !x ein
Eigenvektor von B.

* Ist A hermitesch, dann hat A nur reelle Eigenwerte.
Ist A unitér, dann gilt |A| = 1 fiir jeden Eigenwert A.

1.5.3 Diagonalisierbarkeit

Eine Matrix A € C™" heil3t diagonalisierbar gdw. sie n linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt.

1.6 O-Notation

Fiir eine Funktion g : N — R bezeichnet O(g(n)) die Menge aller Funktionen, die asymptotische nicht
schneller wachsen als g, d.h.:

O(g(n)) ={f:N->R|dnpeN:dceR:VneN,n=>ny: f(n)<c-g(n)}




2 Interpolation

Gegeben Funktionaler Zusammenhang y = f(x), f :[a,b]>R,a<beR
Bekannt Werte y; = f(x;), i=0,---,n (Stiitzstellen)
Ziel Anndherung fiir f(x) fiir beliebige x € [a, b]
Interpolationsproblem Suche einfache Ersatzfunktion ®(x) mit ®(x;)=y;, i=0,---,n

Wunsch Der Fehler |f (x)—®(x)| sollte auf [a, b] moglichst gering sein.

Interpolationsaufgabe

Zu einer gegebenen Ansatzfunktion ®(x;ag, :-,a,), X € R mit Parametern ay,---,a, € R sollen
zu gegebenen Paaren (x;,y;) i =0,---,n mit x;,y; € R und x; # x; fiir i # j sollen die Parameter
ay, - ,a, so bestimmt werden, dass die Interpolationsbedingungen ®(x;;ay, **,a,)=y;, 1=0,---,n
erfiillt sind. Die Paare (x;, y;) werden als Stiitzpunkte bezeichnet.

2.1 Polynominterpolation

Ansatzfunktion: Polynome vom Grad < n, also

pPa(x)=®(x,ay, -+ ,a,) =ag+a;x +---+a,x"

Interpolationsaufgabe: Finde ein Polynom p,(x) vom Grad < n, sodass die Interpolationsbedingungen
pa(x))=y;, 1=0,---,n erfiillt sind.
Anwendungen hierfiir sind z.B.:

* Approximation einer Funktion auf einem Intervall
e Inverse Interpolation (Approximation von f ! bei einer gegebenen Funktion f)
* Numerische Integration (siehe Kapitel 3)

¢ Numerische Differentiation

2.1.1 Eindeutigkeit

Es existiert genau ein Polynom vom Grad < n, welches die Interpolationsbedingungen erfiillt, und zwar
p,(x). Die Losung einer Interpolationsaufgabe ist also eindeutig.

2.1.2 Naiver Lésungsansatz

Die Interpolationsbedingungen liefern n + 1 Gleichungen, womit sich mit Koeffizienten a,,---,a, ein
lineares Gleichungssystem aufstellen lasst:

2 n
1 x, x8 X} ao Yo
n
1 x; X7 X7 Q| N
1 x, x2 -« x©" a y
n n n n n




Nachteile
 Hoher Rechenaufwand: Das Auflésen des Gleichungssystem benétigt O(n®) Rechenoperationen.

¢ Die Koeffizientenmatrix (Vandermonde-Matrix) ist invertierbar, aber extrem schlecht konditioniert
— Rundungsfehler werden dramatisch verstarkt.

2.1.3 Lagrange-Interpolation

n

P = > YL n(x) L= [ —2
k=0

j=0,jk Xk X

Die Lagrange-Polynome L, , sind so gewéhlt, dass:

1 fallsk=1i
=: Oy
0 sonst

Lk,n(xi) = {

wobei ; das Kronecker-Symbol ist.

Bewertung
e Vorteile

- Rechenaufwand: O(n?) zur Koeffizientenberechnung, O(n) zur Auswertung von p,,(x)

— Intuitive Darstellung

¢ Nachteile

- Hinzunahme von Stiitzstellen ist aufwendig.

2.1.4 Newtonsche Interpolationsformel

n
Pa(x) = Yo+ D yilx —xg) -+ (x —x,1) Yi = frxge ]
i=1

Die Berechnung der Parameter erfolgt tiber die dividierten Differenzen fi, .. »;1 *= v; zu den Stiitz-
stellen xo, -+, x;, wobei fi, ;1 = Yo = Yo. Allgemein werden die dividierten Differenzen iiber Rekursion
berechnet (die Reihenfolge der x; ist dabei irrelevant):

j:o’...,n: f[xj]:y]

f[Xj+1,'--,Xj+k] _f[Xj,"',Xj+k—1]

k:l’...’n’jzo,..-’n—k: f[xj"":xj+k]: x.+k_x.
J J

Die Berechnung der dividierten Differenzen kann z.B. mit folgendem Schema erfolgen:

Xo f[xo]:}’o N

f[x()’xl] N

X1 f[xl]:yl < f[XO:xl;XZ]
f /

[x1,x2] N

X2 f[xz]:yZ <




Vorteile
¢ Rechenaufwand: O(n?) zur Berechnung der dividierten Differenzen, O(n) zur Auswertung von

pa(x)

* Hinzunahme neuer Stiitzstellen erfordert nur die Berechnung von n zusitzlichen dividierten Diffe-
renzen.

2.1.5 Fehlerabschatzungen

Sei f € C"*!([a,b]) und x,,- - ,x, € [a, b] verschiedene Punkte und sei p,(x) das eindeutige Interpo-
lationspolynom vom Grad < n zu den Stiitzwerten (x;, f(x;)), i =0,---,n. Dann existiert zu jedem
x €[a,b]ein &, €[a, b] mit

f(n+1)(5x)
x)—p(x)=——"—
F =) =Ty,

Mit dem Knotenpolynom

gilt fiir den maximalen Fehler:

(n+1) (n+1)
rr%a)é] |f (x¢) = pn(x)] £ max M max_|w(x)| £ max u(b—a)”+1

ela,b] (n+1)! xelab] xela,b] (n+1)!

Werden keine dquidistanten Stiitzstellen verwendet sondern Tschebyscheff-Abszissen, so verscharft
sich die Fehlerabschitzung zu:

If(”“’(X)I(b —a)”“z_n

S TSR

2.1.6 Runges Phdnomen

Bei dquidistanter Wahl der Stiitzpunkte, d.h. x; =a+ih, h= bn;a, ist i.A. nicht gewahrleistet, dass gilt:

lirgof(x) —pp(x)=0 fir alle x € [a, b]

Runges Phinomen beschreibt das Uberschwingen des Interpolanten am Rand des Intervalls.

2.1.7 Tschebyscheff-Abszissen

Tschebyscheff-Abszissen dienen der Vermeidung von Runges Phédnomen, in dem die Stiitzstellen nicht
dquidistant gewahlt werden:

b—a 2i+1 = b+a .
X; = cos = |+ i=0,---,n
2 n+l1 2 2

Dies liefert den minimalen Wert fiir max, [, »}|w(x)|, und zwar:

h—1 n+1
max |w(x)| = (—) 27"

x€[a,b] 2




2.2 Spline-Interpolation

* Motivation: Hohere Anzahl an Stiitzstellen ergibt nicht immer eine bessere Approximation bei der
Polynominterpolation.

* Losung: Zerlegung von [a, b] in Teilintervalle und Polynominterpolation auf den Teilintervallen mit
Grad < k.

* Problem: Die Polynome passen an den Intervallgrenzen mglw. nicht zusammen.

— Spline-Interpolation: Die Polynome gehen k — 1-mal stetig ineinander {iiber.

Splinefunktion

Sei A = {x;|a =xy < x; <--+ < x,, = b} eine Zerlegung des Intervalls [a, b], wobei die x; Knoten
genannt werden.

Dann ist eine Splinefunktion der Ordnung k zur Zerlegung A eine Funktion s : [a, b] — R mit folgen-
den Eigenschaften:

 Esgilts € C*"!([a,b])
* s stimmt auf jedem Intervall [x;, x;,; ] mit einem Polynom s; vom Grad < k iiberein.

Die Menge dieser Splinefunktionen wird mit S, ; bezeichnet.
Splinefunktionen mit k = 1 werden Lineare Splines genannt, Splinefunktionen mit k = 3 werden
Kubische Splines genannt.

Interpolationsaufgabe
Bestimme zu einer Zerlegung A = {x;|a =x, < x; <---<x,=Db} und Werten y; €ER, i=0,---,n
eine Funktion s € S, ; mits(x;))=y;, i=0,---,n.

2.2.1 Lineare Splines

* Ein linearer Spline s € S, ; ist stetig.
* s ist ein Polynom vom Grad < 1 auf jedem Intervall [x;, x;,1].
* Die Interpolationsbedingungen ergeben s;(x;) = y; und s;(x;11) = Yis1-
* Dies legt s; fest (Lagrange-Interpolation):
X —X;

Xigg —X .
s(x) =s;(x) = —* Yit Yi+1 fur alle x € [x;, x41]
Xip1 =X Xiy1 =~ X

Eindeutigkeit

Zu einer Zerlegung A von [a, b] und Werten y;, i=0,---,n existiert genau ein interpolierender linea-
rer Spline.

Fehlerabschatzung

Sei f € C%([a,b]). Dann gilt fiir jede Zerlegung A = {x;|a = xq < x;+--Xx, = b} von [a, b] und den
interpolierenden Spline s € S, ; von f:

1
max |f(x)—s(x)| < = max |f”(x)|h? mit A = mMax Xi,q—X;:
x€[a,b] |f( ) ( )l 8 xela,b] |f ( )| max max i=0,,n—1 i+l !

10



2.2.2 Kubische Splines

* Ein kubischer Spline s € S, 5 ist zweimal stetig differenzierbar.
» 5" ist stetig und stiickweise linear, d.h. s” €S, ;.

* s wird durch Integration von s” bestimmt.

Mit den Momenten M; = s!'(x;) ergibt sich der Ansatz:

1({ (xj31—x)° x—x;)°
si(x)=— (i1 — %) Mi+( 2 M | +ci(x—x;) +d;
O\ Xit1—Xx; Xit1 — X;
mit zwei Konstanten c;,d; € R:
Yin—Yi _hi
i= l+h4 l_gl(MiH_Mi)
A
h?
d; = J’i—glMi

Zu Berechnung der Momente M;, i=0,---,n miissen zusatzliche Randbedingungen verwendet wer-
den, die alle eindeutige Losungen fiir M, - - - , M,, liefern:

Naturliche s”(a) =s"(b)=0,d.h. My =M, =0
Randbedingungen

Hermite-Randbedin- s’(a) = f’(a) und s'(b) = f'(b)
gungen

Diese Randbedingungen ergeben mit obigem Ansatz ein lineares, diagonaldominantes, tridiagonales
Gleichungssystem:

[uo Ao i i

by ]
hg  hoth1 M Y2=Y1 _ Y1—Yo
6 3 6 hy ho
M, .
hiq  hiath kg M, _ | vimyi _ yimyia
6 3 6 : - h; hi_1
. M, :
hn—o  hpothyq hp—1 Yn—Yn—1 _ Yn—-1"Yn-2
6 3 6 hp—1 hp—
i An P | by -

Mit folgenden Werten fiir ug, Ay, A, Uy bos by

* Natiirliche Randbedingungen:

Aozln:bozbnzo
.U“Ozuu‘nzl

1



* Hermite Randbedingungen:

h
0
Uo = —
3
_ hn—l
nU’n - 3
ho
A’O = —
6
), _ hn—l
"6
Y1— Yo /
by = —h —f'(a)
0
Yn— Yn—1
b, = f'(b)—
n
hn—l
Natirliche Randbedingungen:

1 0 ] [ 0 T
ho  hothi M Y2731 _ y1-Yo
6 3 6 hy ho

. M, .

hisi  hiathi Ry M, _ Yit1=Yi _ Yi—Yi-1
6 3 6 : - h; hi—1
. Mn 3 . B

hno m hn1 Yn—Vn—-1 _ Yn-1"Vn-2
6 3 6 hp—1 hp—2
| 0 1 | | 0 i
Hermite Randbedingungen:

B 1 e
ho  hothi Iy Y27¥1 _ Y17¥o
6 3 6 hy ho

M, .
hisi  hiathi Ry M, _ Yit1=Yi _ Yi—Vi-1
6 3 6 : - h; hi—y
h Byt M, - Ya1—
n—2 hp—athp—1  hp Yn—Yn—-1 _ Yn-1"Yn-2
6 3 6 hn1 Rp—g
hp—1 hp—1 f/(b) _ Yn—Yn—1
| 6 3 B [

Fehlerabschatzung

Seien hpy;, ‘= min;—q ... ,_1 h; und hypy = max;—g ... 1 h;.
Dann gilt fiir f € C*([a,b]) mit f”(a) = f”(b) = 0 und jede Unterteilung A, y; = f(x;) und dem
kubischen Spline-Interpolanten s € S, 3 zu den natiirlichen Randbedingungen und k =1, 2:

hmax
If (x)—s(x)| < L Sup IF@ENRL,,
min £€[a,b]

2h
FO0) =) < == sup [FOE)| R

min &€[a,b]

12



Fiir die hermite Randbedingungen gelten schérfere Fehlerabschitzungen (sei alles definiert wie
oben):

_ o @ 4
If (x)—s(x)| < 38452&1’3b]|f (&) hpax
FO) —s® ()| < Zmax @) ok

min &€[a,b]

13



3 Integration

Gegeben Ein funktionaler Zusammenhang f : [a,b] — R.
Ziel Nidherungsweise Bestimmung des Integrals fab f(x)dx.
Integrationsaufgabe: Zu einem gegebenen, integrierbarem, f : [a, b] — R, berechne I(f) = fab f(x)dx.
Exakte Integrationsformel

Eine Integrationsformel J(f) = Z?:o Bif (x;) heildt exakt vom Grad n gdw. sie alle Polynome bis min-
destens Grad n exakt integriert.

3.1 Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

n _ b_
LO=hY e fe)  a J [T w="0 amarm
k=0 0

Jj= OJ#k

Die Werte ag ,, - , a, , heillen Gewichte.

Diese sind unabhéngig von f und [a, b] und somit tabellierbar.

Es gilt immer:

n n
hZak,n =b—a, also Zak’n:n
k=0 k=0

* Die geschlossene Newton-Cotes-Formel I(f) ist exakt vom Grad n.

Fehlerabschatzung
Fiir ein & € [a, b] gilt fiir den Fehler E,(f) :=1(f)— L,(f):

b b
J f(X)dX—J pa(x)dx

3.1.1 Spezielle geschlossene Newton-Cotes-Formeln

b
SN
< J £ = pa0)ldx < S =2 (b— )™

nl h Qe max. Fehler E,(f) Name
1|b—a i 1 _{ (2)(5)h3 Trapezregel

5 bz;a % % % _f (;)(5) h° Simpson-Regel
3| k2 3 2 9 3 _Y s 3/8-Regel

4| b 1boed 24 64 1 —%W Milne-Regel

Tabelle 3.1: Geschlossene Newton-Cotes-Formeln

Ab n > 7 treten negative Gewichte auf, weshalb das Verfahren zunehmend numerisch instabil wird.
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3.2 Offene Newton-Cotes-Quadratur

n+1 n+2 n+1 s— . b —a
L= hZ Ay nf (xx) O = J l_[ ]. ds h= X, =a+kh
k=1 0

jzl,#kk—] n+2

3.2.1 Spezielle offene Newton-Cotes-Formeln

n h Ay max. Fehler £ (f) Name

0 bea %h‘% Rechteck-Regel
1| b—a —%hB Trapezregel bs;a &h‘?

2| ¢ %hs Simpson-Regel 222 %hs

3| e —%hs 3/8-Regel

4] 22— & ;i)ég) h”  Milne-Regel

Tabelle 3.2: Offene Newton-Cotes-Formeln

Vorteil offener Formeln: kleineres h bei gleichem n.

Die Fehlerordnung von n = 1 ist wie bei n = 0, also kein zusétzlicher Nutzen.
* Ab n > 2 konnen negative Gewichte auftreten =—> Numerisch instabil.

* Somit ist nur die Rechteck-Regel empfehlenswert.

3.3 Vergleich Geschlossene vs. Offene Newton-Cotes-Quadratur

geschlossen offen
n| h E.(f) Name h E(f) Name
0 % %hg Rechteck-Regel
1|b—a —%hg Trapezregel bea % w3
2 bz;a —% h>  Simpson-Regel % % hS
3| 5 —%fﬁ 3/8-Regel
4| _%W Milne-Regel

Tabelle 3.3: Vergleich: Offene/Geschlossene Newton-Cotes-Quadratur

3.4 Summierte Newton-Cotes-Formeln

* Problematik: Die Newton-Cotes-Formeln liefern nur genaue Ergebnisse, wenn das Integrationsin-
tervall klein und die Anzahl der Knoten nicht zu grof} ist.

. . o o __ b—a,.
* Idee: Zerlege [a, b] im m Teilintervalle der Linge H = >-=:

y]:a+]H: j:O:'”9m
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* Esgilt:
m—1 ryj41
I£)=>.] fx)dx
=0 Jy;j

¢ Wende nun die Newton-Cotes-Formel vom Grad n einzeln auf die Teilintervalle an und summiere

das Ergebnis.

m—1 n
b—
Sgl)(f):h i nf (Xjnsi) X, =a+kh h= d N =nm
j=0 i=0
Die Gewichte a; , sind die Gewichte der geschlossenen Newton-Cotes-Formel.
Der Quadraturfehler
RV =10 =57()
ergibt sich durch Summierung der Fehler auf den Teilintervallen.
3.4.1 Summierte Trapezregel (geschlossen)
h& b—a
SN =5 2 (Fe)+f () xy=a+jh h=—
j=0

Fehler: RV(f) = =28 (b — )2

3.4.2 Summierte Simpson-Regel (geschlossen)

b—a

h m—1
SV =5 2 (Fle) +4f (o) + f () xj=a+jh h=——
Jj=0

(4)
Fehler: RP(f) = —L28& (b — )b

3.4.3 Summierte Rechteck-Regel (offen)

b—a
N

3P )=2n) flxy) x;=a+jh  h=
j=1

Fehler: Rg\?)(f) = @(b —a)h?
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4 Gewohnlichen Differentialgleichungen

Gegeben Eine Funktion f : [a,b] x R"™ — R" und ein Anfangswert y, € R"

Gesucht Eine Funktion y : [a, b] — R", deren Ableitung y’ eine gewohnliche Differenti-
algleichung der Form

y'(t)=f(t,y(t), tela,b]
erfiillt und zudem der Anfangsbedingung y(a) = y, geniigt.

Y'()=f(t,y(), tela,b] (AWP)
y(a) =y,

Oftmals bezeichnet t dabei die Zeit, woher der Name Anfangswertproblem
stammt.

4.1 Existenz- und Eindeutigkeit

Sei f : [a,b] x R"™ — R" Lipschitz-stetig. Dann gilt:

 Zu jedem Anfangswert besitzt das AWP exakt eine Losung y € C*([a, b];R") (Satz von Picard/Lin-
deloff).

* Sind y,z Losungen zu den Anfangswerten y(a) = y, bzw. z(a) = 2,, dann gilt:
Vt € [a, b]lly () —2(t)ll < e~ llyo —

Wobei L die Lipschitz-Konstante darstellt. Anders ausgedriickt: Die Losung eines AWPs hingt stetig
vom Anfangswert ab.

4.2 Numerische Verfahren

Grundidee: Zerlege das Intervall [a, b] in Teilintervalle t; = a + jh, j =0,1,--- ,N, h = % und appro-
ximiere das Integral des AWPs durch interpolatorische Quadratur und erhalte eine anndhernde Losung
u; ~ y(t;). Der Fehler e; = y(t;) —u; wird dabei Diskretisierungsfehler genannt.

Dabei konnen alle folgenden Verfahren als

Up = YoUj+1 = Uj +hq>(tj:h;uj:uj+1): j=0,---,N—-1

geschrieben werden. Die Funktion ®(t, h;u, v) heilt dann Verfahrensfunktion. Hangt diese nicht von v
ab, heil3t das Verfahren explizit, sonst implizit.

4.2.1 Explizites Euler-Verfahren

Verfahrensfunktion:
(t;u) = f(t,u)
Verfahren:

Up == Yo
u]'+1 ::u]+hf(tj,u]), j:O,"',N_l
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4.2.2 Implizites Euler-Verfahren

Verfahrensfunktion:
®(t,h;u,v)=f(t+h, v)
Verfahren:

Up = Yo
Ujyr =u;+hf (L1, uj40), j=0,---,N—1

4.2.3 Verfahren von Heun (1. RK-Verfahren 2. Ordnung)

Verfahren:

Up == Yo
h :
uj+1::uj+5(k1+k2), j=0,---,N—-1

kl ::f(tj: u])
ko == f(tj41, u; + hkq)

4.2.4 Modifiziertes Euler-Verfahren (2. RK-Verfahren 2. Ordnung)

Up = Yo
u]'+1::u]'+hk2, j=0,"-,N—1

ki = f(t), u;)
h

ky == f(l'j + g, u; + Ekl)

4.2.5 Klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4)

Uo = Xo
h
Uj+1::u]‘+€(k1+2k2+2k3+k4), j:O,"',N_]_

kl ::f(tja u])

h h
k2 = f(t] + 5, u]' + Ekl)

h h
ky = f(t;+ 50w+ 5ko)
k4 ::f(tj+1’ u1+hk3)

18



4.2.6 Explizite Runge-Kutta-Verfahren und Butcher-Schema

Ein r-stufiges Runge-Kutta-Verfahren hat den allgemeinen Aufbau:

k(t,u,h) =k; ::f(t+}fih, u+h§ai’jkj), i=1,---,r

j=1
.
®(t,h;u) = Zﬁiki
i=1
Die Werte fiir v;, 8; und ay; lassen sich durch das Butcher-Schema kompakt beschreiben:

Y1 0
Yo | @21 0
Y3 | Q31 Q3o O

Yr | %1 tU O 0

ﬁl /52 e ﬂr—l ﬂr

Tabelle 4.1: Butcher-Schema fir explizite r-stufige RK-Verfahren

Fiir die oben vorgestellten Verfahren ergeben sich folgende Butcher-Schemata:

0|0
Explizites Euler-Verfahren — T
0|0
Modifiziertes Euler-Verfahren % % 0
0 1
0|0
Verfahren von Heun 1|1 O
I
2
0|0
712 9
Klassisches RK-Verfahren 4. Ordnung (RK4) 510 3 O
110 0 1 O
T 1 1 T
6 3 3 6

Tabelle 4.2: Klassische Butcher-Schemata

4.2.7 Implizite Runge-Kutta-Verfahren und Butcher-Schema

Ahnlich wie fiir explizite RK-Verfahren (siehe 4.2.6) lisst sich das Butcher-Schema auch fiir r-stufige
implizite Runge-Kutta-Verfahren verallgemeinern:

k;(t,u,h) =k; ::f(t+yih,u+hzr:aijkj), i=1,---,r

j=1

®(t,h;u) = Zﬁiki
i—1
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Das Butcher-Schema bildet dann keine strikte untere Diagonalmatrix mehr und sieht wie folgt aus:

Y1 | Q1 0 ot Ay Qpp

Yo | @21 =0 0 Ogrq Qo

Yr a1 R T | a,
[51 ﬁ2 e ﬁr—l ﬂr

Tabelle 4.3: Butcher-Schema fur implizite r-Stufige RK-Verfahren

4.3 Konvergenz und Konsistenz

Sei ® eine Verfahrensfunktion. Dann heil3t die Grof3e

w(t,h) = %(y(t +h)—y(t)—he(t,h; y(¢), y(t +h))), h>0,t€[a,b—h]
= % x Defekt beim Ensetzen der Losung in das Verfahren
lokaler Abbruchfehler oder Konsistenzfehler des Verfahrens an der Stelle t.
* Konsistenz von der Ordnung p
AC>0,h>0:YO<h<h,te[a,b—h]:|t(t,h)| < ChP
* Stabilitét
dK>0:Vte[a,blu,v,i,v €R": ||®(t,h;u, v)—®(t,h;i, 0)|| < K(|lu—1l + ||v—7||)

* Konvergenz von der Ordnung p

. b—a
dM>0,H>0:Vj=0,---,N,h= N <H :|lejll = lly(t;) —u;|l < MA?

Ist ein Verfahren (APX) konsistent von der Ordnung p und stabil, dann ist es auch konvergent von
der Ordnung p.

4.3.1 Konsistenzordnungen

Fiir die oben vorgestellten Verfahren ergeben sich folgende Konsistenzordnungen:

Verfahren Konsistenzordnung
Explizites Euler-Verfahren 1
Implizites Euler-Verfahren
Verfahren von Heun
Modifiziertes Euler-Verfahren
RK4

ADNDNDR

Tabelle 4.4: Konsistenzordnungen
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Konsistenzordnungen von Runge-Kutta-Verfahren

Durch das Butcher-Schema konnen Verfahren von beliebiger Konsistenzordnung p erzeugt werden (hier-
zu muss die Stufenanzahl r gro® genug gewahlt werden).

Bis zu Konsistenzordnung p = 4 ldsst sich die Konsistenzordnung einfach nachrechnen (seien y;, f3;
und a;; wie im Butcher-Schema unter 4.2.7). Dann gilt: Das Verfahren ist von Konsistenzordnung. . .

p =1 wenn gilt:
Z Bi=1
i=1
p =2 wenn die Anforderungen fiir p = 1 gelten und gilt:
- 1
Z Bivi = 5
i=1
p = 3 wenn die Anforderungen fiir p = 2 gelten und gilt:

- 1 - 1
Zﬁmz = 3 Z Biai ;v = 3
i=1 i,j=1

p =4 wenn die Anforderungen fiir p = 3 gelten und gilt:

- 1 - 1
3 _ _

-2—1 o= Z: Pivioi v =g
i= i,j=1

. 1 - 1

2 _ _

E :ﬂiai,j}”j 1o ‘ E : Biai jo v = 2%
i,j=1 i,j,k=1

Somit lassen sich die Konsistenzordnungen in Tabelle 4.4 leicht nachrechnen.

4.4 Steife Differentialgleichungen

Ausgangspunkt: Ein Anfangswertproblem iiber ein System von n gewohnlichen Differentialgleichungen
(AWPn):

Y'(®)=£(t,y(), tela,b]
y(a) =y,

mit f :[a,b] xR" > R", y,€R"

Bei einer steifen Differentialgleichung ist die Losung zusammengesetzt auf einem langsam verdnderli-
chen Teil (meist abklingend) und einem Anteil, der i.A. sehr schnell gedampft wird.

Ist das Systems linear (LAWPn), d.h. das AWPn ist durch folgende Gleichungen gegeben (mit einer
Matrix A € R" und einem Vektor c € R™):

y'(t)=Ay(t)+c, te€[a,b]
y(@a)=yo
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Sei fernen A diagonalisierbar mit den Eigenwerten A; und den Eigenvektoren v;. Dann hat die allgemeine
Losung folgende Form (mit einer partikuldren Losung yp):

y(©) = yu(t) +yp(t),  yu(t)= Z Ciehity;
i=1
Gilt nun ®(A,) <0 fiiri =1,---,n, so gilt aufgrund von |etit| = **t:
lim yy(t) =0
Die Losungen nahern sich also insgesamt der partikuldren Losung yp an.
* Dabei klingen Summanden in yy mit R(A;) < —1 sehr schnell und Summanden mit R(A;) & —1
deutlich langsamer ab.

* Existieren Eigenwerte mit $(4;) < —1 und Eigenwerte mit schwach negativem Realteil, wird das
System steif genannt.

Problematik

Numerische Verfahren (insbesondere explizite Verfahren) haben oftmals Probleme bei der Approxima-
tion von steifen Differentialgleichungen. Sie bendtigen haufig sehr kleine Schrittweiten, um anndhernd
eine Losung zu approximieren.

4.41 Modellgleichung

Beobachtung: Arbeitet ein numerisches Verfahren fiir alle DGL g’ = diag(A,, -, A,,)z zuverlassig, dann
liefert es auch fiir das steife System y’ = Ay, y(0) = y, gute Ergebnisse.
Zum testen von numerischen Verfahren wird eine Modellgleichung definiert:
y' =1y, y(0)=1, mitAeC,R(A)<0

At

Diese hat die Losung y = e*' und aufgrund von R(A) < 0 gilt tlinolo y(t) = 0. Die Losung féllt also

abhéngig von der GroRRe von |R(A)| sehr unterschiedlich stark ab.
Damit ein numerisches Verfahren gut geeignet ist, muss die numerisch berechnete Naherungslosung
von
y'=Ay, y(0)=1,mitAeC,R(A)<0

At

soll die Eigenschaften der analytischen Losung y = e*, insbesondere tlim y(t) = 0 moglichst gut wider-

spiegeln.

4.4.2 Stabilitat

Stabilitatsfunktion und -gebiet

Bei vielen Einschrittverfahren produziert die Anwendung auf die Modellgleichung eine Verfahrensvor-
schrift der Form:

u]'+1 == R(q)uJ mit q == A.h

Mit einer FunktionR: D — C, 0 € D C C. Diese Funktion wird Stabilitdtsfunktion genannt.

Die Menge

S={q€ClIR(q) = 1}

heildt dann Stabilitdtsgebiet.

Fiir ein r-stufiges Runge-Kutta-Verfahren nach Butcher-Schema kann die Modellgleichung wie folgt
berechnet werden (wobei 8 = (f31,--+,5,)f €R", A= (a; ;) die Matrix der a-Koeffizienten und 1 € R"
der Einsvektor ist):

Ui = (1+2AhBT(I—2AhA) M1 )u; = (1 +qB" (I —qA) 1)y,
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A-Stabilitat
Ein Verfahren heilt absolut stabil (A-stabil) gdw. seine Anwendung auf die Modellgleichung fiir jede
Schrittweite h > 0 eine Folge (u;) ey, produziert mit:

V] =0,1,---: |uj+1| < |uj|
Anders ausgedriickt: Die produzierte folge muss monoton fallend sein.
A-stabil < VqeC,R(q)<0:|R(Q)|<1 < S>D{qeC|R(q) <0}
L-Stabilitat

Ein Verfahren heil3t L-stabil gdw. es A-stabil ist und die Stabilitatsfunktion zudem gegen O konvergiert,
d.h.:

lim R(q)=0
q——00
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5 Lineare Gleichungssysteme
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5.2.4 Matrixdarstellung
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6 Nichtlineare Gleichungssysteme

Gesucht ist eine Losung x € D von

F(x)=0
mit einer gegebenen Abbildung
Fy
F=|:]|:D->R"
F

n

wobei D C R nichtleer und abgeschlossen und F mindestens einmal stetig differenzierbar mit einer
Jacobi-Matrix F’(x).

Im Gegensatz zu linearen Gleichungssystemen konnen nichtlineare Gleichungssysteme mehrere oder
unendliche viele (isolierte) Losungen besitzen.

6.1 Newton-Verfahren

Angenommen es gilt D =R", also F : R" — R".

6.1.1 Lokales Newton-Verfahren

1 Wihle einen Startpunkt x(® € R"
2 fork=0,1,---do

3 if F(x®) =0 then
4 \ return x®
5 else

6 Berechne Newton-Schritt s*) € R durch Lésen der Newton-Gleichung

F/(x(k))s(k) — —F(x(k))

7 Setze x* 1)  x (k) 4 (k)
8 end
9 end

Konvergenz

Das Newton-Verfahren konvergiert i.d.R. nur fiir Startpunkte, die nahe genug an der Losung liegen (lo-
kale Konvergenz).

6.1.2 Globalisierung

Modifikation des Newton-Verfahrens, sodass fiir jeden Newton-Schritt eine Schrittweite von o € (0, 1]
verwendet wird:
NCSRNCIPSING
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Die Schrittweite wird so bestimmt, dass
IF G ® )|y < IF(x)]l;

gilt und die Abnahme ,ausreichend groR“ ist.

Schrittweitenwahl nach Armijo

Sei 6 € (0, %) fest gegeben (z.B. 5 = 1072). Dann wird als Schrittweite das grofte o € {1, %, %, e} =
{zik | k € N} gewahlt, sodass gilt:

IF (% + s )13 < IF (O3 =260 IF (xO)II3

Globalisiertes Newton-Verfahren

1 Wibhle einen Startpunkt x@ € R™

2 fork=0,1,---do
3 if F(x%)) =0 then
4 \ return x®
5 else
6 Berechne Newton-Schritt s*) € R durch Losen der Newton-Gleichung
F/(x(k))s(k) — —F(X(k))
7 Bestimme o, nach Armijo-Regel
8 Setze xKtD x4 o, s
9 end
10 end
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7 Eigenwert- und Eigenvektorberechnung
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